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分数阶多混沌系统滑模同步两种方法的比较

毛北行
（郑州航空工业管理学院数学学院，河南郑州４５００１５）

　　摘　要：　研究分数阶多混沌系统滑模同步两种方法的比较．分别设计了分数阶滑模面和非奇异终端滑模面，并
证明了其稳定性．基于自适应方法设计了控制器和适应规则，得到分数阶多混沌系统取得滑模同步的两个充分条件．
并用数值仿真对结论进行了验证．
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１　引言
　　混沌系统的同步控制引起了众多学者的密切关
注．并在无线通讯、电磁学、动力学、生物化学、医药等领
域得到了广泛的应用［１～４］．伴随着分数阶微积分及滑模
控制方法的发展，分数阶混沌系统的滑模同步方法被

相继提出，例如：文献［５］以四种滑模方法研究了一类
分数阶混沌系统的同步控制．文献［６］基于自适应滑模
技巧研究了分数阶超混沌Ｂａｏ系统的自适应滑模同步．
文献［７］用两种方法研究了ＮｅｗｔｏｎＬｅｉｐｎｉｋ分数阶系统
的滑模同步．文献［８］用自适应滑模方法研究了分数阶
Ｓｐｒｏｔｔ系统的同步问题．文献［９］根据积分滑模方法研
究不确定分数阶时滞金融混沌系统的同步，文章所使

用的方法可以平推到整数阶金融混沌系统．文献［１０］
利用比例积分滑模技巧得到纠缠混沌系统同步的两个

结论，通过一定的假设条件和设计比例积分滑模面与

控制律使主从系统取得同步化．另一方面针对多混沌
系统方面的研究也取得了很多成果，例如：文献［１１］得
到一类分数阶不确定多混沌系统有限时间混沌同步的

充分性条件．由于来自系统的不确定性，常使系统性能
变坏，因此在系统建模时必须考虑不确定性因素带来

的影响，针对分数阶不确定多混沌系统滑模同步方面

的研究还没有被系统的研究过，基于以上原因，本文研

究分数阶多混沌系统滑模同步两种方法的比较．基于
自适应方法设计了控制器和适应规则，得到分数阶多

混沌系统取得自适应滑模同步与自适应终端滑模同步

两个充分条件．

２　系统描述

　　定义１［１１］　连续函数ｘ（ｔ）的α阶Ｃａｐｕｔｏ分数阶导
数定义为：
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ｔ０Ｄ
ａ
ｔｘ（ｔ）＝ｔ０Ｄ

－（ｎ－ａ）
ｔ

ｄｎ

ｄｔｎ
ｘ（ｔ）＝ １

Γ（ｎ－ａ）∫
ｔ

ｔ０
（ｔ－τ）ｎ－ａ－１

ｘ（ｎ）（τ）ｄτ，ｎ－１＜ａ＜ｎ∈Ｚ＋．
分数阶多混沌系统描述为：

Ｄｑｔｘ１＝β１＋ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋…＋ａ１ｎｘｎ＋ｆ１（ｘ，ｔ）

Ｄｑｔｘ２＝β２＋ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋…＋ａ２ｎｘｎ＋ｆ２（ｘ，ｔ）
　　　　　
Ｄｑｔｘｎ＝βｎ＋ａｎ１ｘ１＋ａｎ２ｘ２＋…＋ａｎｎｘｎ＋ｆｎ（ｘ，ｔ










）

（１）

其中ｑ∈（０，１），ｘ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ］
Ｔ，βｉ为常数，ｆｉ（ｘ，ｔ）

为非线性函数．设计（１）为主系统，构造从系统为：
Ｄｑｔｙ１＝β１＋ａ１１ｙ１＋ａ１２ｙ２＋…＋ａ１ｎｙｎ
　　　＋ｆ１（ｙ，ｔ）＋Δｆ１（ｙ，ｔ）＋ｄ１（ｔ）＋ｕ１（ｔ）

Ｄｑｔｙ２＝β２＋ａ２１ｙ１＋ａ２２ｙ２＋…＋ａ２ｎｙｎ
　　　＋ｆ２（ｙ，ｔ）＋Δｆ２（ｙ，ｔ）＋ｄ２（ｔ）＋ｕ２（ｔ）
　　　　　　
Ｄｑｔｙｎ＝βｎ＋ａｎ１ｙ１＋ａｎ２ｙ２＋…＋ａｎｎｙｎ
　　　＋ｆｎ（ｙ，ｔ）＋Δｆｎ（ｙ，ｔ）＋ｄｎ（ｔ）＋ｕｎ（ｔ















）

（２）

其中ｙ＝［ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ］
Ｔ，Δｆｉ（ｙ，ｔ）为不确定项，ｄ（ｔ）为

外部扰动．
假设１　设不确定项Δｆｉ（ｙ，ｔ）和外部扰动 ｄｉ（ｔ）有

界，即存在未知参数ｍｉ，ｎｉ＞０使得：
Δｆｉ（ｙ，ｔ） ＜ｍｉ，ｄｉ（ｔ） ＜ｎｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ．

定义ｅｉ（ｔ）＝ｙｉ（ｔ）－ｘｉ（ｔ），ｉ＝１，２，…，ｎ，得到：
Ｄｑｔｅ１＝ａ１１ｅ１＋ａ１２ｅ２＋…＋ａ１ｎｅｎ＋ｆ１（ｙ，ｔ）
　　　－ｆ１（ｘ，ｔ）＋Δｆ１（ｙ，ｔ）＋ｄ１（ｔ）＋ｕ１（ｔ）

Ｄｑｔｅ２＝ａ２１ｅ１＋ａ２２ｅ２＋…＋ａ２ｎｅｎ＋ｆ２（ｙ，ｔ）
　　　－ｆ２（ｘ，ｔ）＋Δｆ２（ｙ，ｔ）＋ｄ２（ｔ）＋ｕ２（ｔ）
　　　　　　　　
Ｄｑｔｅｎ＝ａｎ１ｅ１＋ａｎ２ｅ２＋…＋ａｎｎｅｎ＋ｆｎ（ｙ，ｔ）
　　　－ｆｎ（ｘ，ｔ）＋Δｆｎ（ｙ，ｔ）＋ｄｎ（ｔ）＋ｕｎ（ｔ















）

（３）

引理１［１４］　若 ｘ（ｔ）为连续可微的函数，则对任意
的ｔ≥０有：

１
２０
Ｄαｔｘ

Ｔ（ｔ）ｘ（ｔ）≤ｘＴ（ｔ）０Ｄ
α
ｔｘ（ｔ），α∈（０，１）

引理２［１２］　设 Ｖ（ｔ）＝１２（ｙ１
２（ｔ）＋ｙ２

２（ｔ）），其中

ｙ１（ｔ），ｙ２（ｔ）∈Ｒ具有连续一阶导数，若存在常数 ｋ＞０，
使得０Ｄ

α
ｔＶ（ｔ）≤－ｋｙ１

２（ｔ）．则‖ｙ１（ｔ）‖，‖ｙ２（ｔ）‖有界
且ｙ１

２（ｔ）≤２Ｖ（０）Ｅα，１（－２ｋｔ
α）．其中Ｅα，β（·）表示双参

数ＭｉｔｔａｇＬｅｆｆｌｅｒ函数，则 ｙ１（ｔ）是 ＭｉｔｔａｇＬｅｆｆｌｅｒ稳定的
且ｌｉｍ
Ｔ→!

‖ｙ１（ｔ）‖＝０．

３　自适应滑模同步方法

　　定理１　设计滑模面ｓｉ（ｔ）＝ｅｉ（ｔ）＋λｉＤ
－ｑ
ｔ ｅｉ（ｔ），控

制输入：

　　ｕｉ（ｔ）＝－λｉｅｉ－（ａｉ１ｅ１＋ａｉ２ｅ２＋…＋ａｉｎｅｎ）
＋ｆｉ（ｘ，ｔ）－ｆｉ（ｙ，ｔ）－（^ｍｉ＋^ｎｉ）ｓｇｎ（ｓｉ）
－ｋｉ ｓｉｓｇｎ（ｓｉ）

自适应控制律：

Ｄｑｔｍ^ｉ＝ ｓｉ ，^ｍｉ（０）＝ｍ^ｉ０，

Ｄｑｔ^ｎｉ＝ ｓｉ ，^ｎｉ（０）＝^ｎｉ０{ ，
　ｉ＝１，２，…，ｎ，

ｍ^ｉ，^ｎｉ分别为 ｍｉ，ｎｉ的估计值，ｋｉ＞０，ｉ＝１，２，…，ｎ，则
（１）与（２）取得自适应滑模同步．

证明　在滑模面上必有 ｓｉ（ｔ）＝０，ｓｉ（ｔ）＝０，则
Ｄｑｔｓｉ（ｔ）＝Ｄ

ｑ
ｔｅｉ（ｔ）＋λｉｅｉ（ｔ）＝０，由Ｄ

ｑ
ｔｅｉ（ｔ）＝－λｉｅｉ（ｔ），

所以ｌｉｍ
ｔ→!

ｅｉ（ｔ）＝０，该滑模面具有稳定性．

不在滑模面上运动时，设计Ｖ（ｔ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
{ １２ｓ２ｉ（ｔ）＋

１
２（^ｍｉ－ｍｉ）

２＋１２（^ｎｉ－ｎｉ）
２｝，利用引理１，

ＤｑｔＶ≤∑
ｎ

ｉ＝１
｛ｓｉ（ｔ）［Ｄ

ｑ
ｔｅｉ（ｔ）＋λｉｅｉ（ｔ）］

　 ＋（^ｍｉ－ｍｉ）ｓｉ ＋（^ｎｉ－ｎｉ）ｓｉ｝

＝∑
ｎ

ｉ＝１
｛ｓｉ（ｔ）［ａｉ１ｅ１＋ａｉ２ｅ２＋… ＋ａｉｎｅｎ＋ｆｉ（ｙ，ｔ）

　 －ｆｉ（ｘ，ｔ）＋Δｆｉ（ｙ，ｔ）＋ｄｉ（ｔ）＋ｕｉ（ｔ）
　 ＋λｉｅｉ（ｔ）］＋（^ｍｉ－ｍｉ）ｓｉ ＋（^ｎｉ－ｎｉ）ｓｉ｝

≤∑
ｎ

ｉ＝１
｛ｓｉ［（ｍｉ＋ｎｉ）－（^ｍｉ＋ｎ^ｉ）－ｋｉ ｓｉ）］

　 ＋（^ｍｉ－ｍｉ）ｓｉ ＋（^ｎｉ－ｎｉ）ｓｉ｝

＝－∑
ｎ

ｉ＝１
ｋｉ ｓｉ

２ ＜０，

根据引理２，从而ｌｉｍ
ｔ→!

ｓｉ（ｔ）＝０ｅｉ（ｔ）→０

４　自适应终端滑模同步方法

　　引理 ３［１３］　假设 珋ｘ＝０是分数阶系统ｃ
０Ｄ

α
ｔｘ（ｔ）＝

ｆ（ｔ，ｘ（ｔ））的平衡点，ＤＲｎ是一个包含原点的区域，若
存在Ｌｙａｐｕｎｏｎ函数Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ））：［０，

!

）×Ｄ→Ｒ是连续
可导函数，且关于 ｘ满足局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件，使以下条
件成立：

（１）α１‖ｘ‖
ａ≤Ｖ（ｔ，ｘ（ｔ））≤α２‖ｘ‖

ａｂ

（２）ｋＶ１／β（ｔ，ｘ（ｔ））≤α３‖ｘ‖
ａｂ

（３）ｃ０Ｄ
α
ｔＶ（ｔ，ｘ（ｔ））≤－α３‖ｘ‖

ａｂ

其中α∈（０，１）；αｉ（ｉ＝１，２，３），ａ，ｂ，ｋ和 β均为任
意正常数，β＞１则系统是有限时间稳定的，且系统的

稳定时间满足Ｔ≤（β（α＋１）ｋ（β－１）
Ｖβ－１／β（０，ｘ０））

１
α

．

定理 ２　设计滑模面 ｓｉ（ｔ）＝ｅｉ（ｔ）＋λｉＤ
－ｑ
ｔ

ｅｉ（ｔ）
αｓｇｎ（ｅｉ（ｔ）），０＜α＜１，控制输入，

６１２２
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　　ｕｉ（ｔ）＝－λｉ ｅｉ（ｔ）
αｓｇｎ（ｅｉ（ｔ））－（ａｉ１ｅ１＋ａｉ２ｅ２

＋…＋ａｉｎｅｎ）＋ｆｉ（ｘ，ｔ）－ｆｉ（ｙ，ｔ）
－（^ｍｉ＋^ｎｉ）ｓｇｎ（ｓｉ）－ｋｉ ｓｉｓｇｎ（ｓｉ）

自适应控制律，

Ｄｑｔｍ^ｉ＝ ｓｉ ，^ｍｉ（０）＝ｍ^ｉ０，

Ｄｑｔ^ｎｉ＝ ｓｉ ，^ｎｉ（０）＝^ｎｉ０{ ，
　ｉ＝１，２，…，ｎ，

ｍ^ｉ，^ｎｉ分别为ｍｉ，ｎｉ的估计值，ｋｉ＞０，ｉ＝１，２，…，ｎ，
则（１）与（２）取得有限时间自适应终端滑模同步，

Ｔ≤ ｑ＋１
λ（１－α）‖

ｅ（０）‖１－( )α
１
ｑ

．

证明　滑模面上必有 ｓｉ（ｔ）＝０，ｓｉ（ｔ）＝０，从而
Ｄｑｔｓｉ（ｔ）＝Ｄ

ｑ
ｔｅｉ（ｔ）＋λｉ ｅｉ（ｔ）

αｓｇｎ（ｅｉ（ｔ））＝０，由于
Ｄｑｔｅｉ（ｔ）＝－λｉ ｅｉ（ｔ）

αｓｇｎ（ｅｉ（ｔ）），设计函数

Ｖ（ｔ）＝１２∑
ｎ

ｉ＝１
ｅｉ
２（ｔ）

从而ＤｑｔＶ≤∑
ｎ

ｉ＝１
ｅｉ（ｔ）Ｄ

ｑ
ｔｅｉ（ｔ）＝－∑

ｎ

ｉ＝１
λｉ ｅｉ（ｔ）

α＋１＜０，

因ｌｉｍ
ｔ→!

ｅｉ（ｔ）＝０，所以该滑模面具有稳定性．

利用不等式‖ｘ１‖
ｐ＋‖ｘ２‖

ｐ＋…… ＋‖ｘｎ‖
ｐ≥

（‖ｘ１‖
２＋‖ｘ２‖

２＋……＋‖ｘｎ‖
２）

ｐ
２，０＜ｐ＜２，取 λ

＝ｍｉｎ（λ１，λ２，……，λｎ），有 ＤｑｔＶ（ｔ，ｅ（ｔ））≤ －λ

（∑
ｎ

ｉ＝１
ｅｉ（ｔ）

２）
α＋１
２ ＝－λ‖ｅ（ｔ）‖α＋１．

ＤｑｔＶ（ｔ，ｅ（ｔ））≤－２
α＋１／２λＶ

α＋１
２（ｔ），

令ｋ＝２α＋１／２λ，β＝ ２
α＋１

，得到：

－２α＋１／２λＶ
α＋１
２（ｔ）＝－ｋＶ

α＋１
２（ｔ）＝－λ‖ｅ（ｔ）‖α＋１，

ｋＶ
α＋１
２（ｔ）＝λ‖ｅ（ｔ）‖α＋１．

利用引理３得到：

Ｔ≤

２
α＋１

（ｑ＋１）

２α＋１／２λ（ ２α＋１
－１）

‖ １２∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅｉ（０）‖

（
２
α＋１－１）／

２
α＋











１

１
ｑ

，

化简后得：Ｔ≤ ｑ＋１
λ（１－α）‖

ｅ（０）‖１－( )α
１
ｑ

．

不在滑模面上运动时设计 Ｖ（ｔ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
{ １２ｓｉ２（ｔ）

＋１２（^ｍｉ－ｍｉ）
２＋１２（^ｎｉ－ｎｉ）

２｝，利用引理１：

ＤｑｔＶ≤∑
ｎ

ｉ＝１
｛ｓｉ（ｔ）［Ｄ

ｑ
ｔｅｉ（ｔ）＋λｉ ｅｉ（ｔ）ｓｇｎ（ｅｉ（ｔ））］

　＋（^ｍｉ－ｍｉ）ｓｉ ＋（^ｎｉ－ｎｉ）ｓｉ｝

＝∑
ｎ

ｉ＝１
｛ｓｉ（ｔ）［ａｉ１ｅ１＋ａｉ２ｅ２＋…＋ａｉｎｅｎ＋ｆｉ（ｙ，ｔ）

　－ｆｉ（ｘ，ｔ）＋Δｆｉ（ｙ，ｔ）＋ｄｉ（ｔ）＋ｕｉ（ｔ）

　＋λｉ ｅｉ（ｔ）
αｓｇｎ（ｅｉ（ｔ））］＋（^ｍｉ－ｍｉ）ｓｉ

　＋（^ｎｉ－ｎｉ）ｓｉ｝

≤∑
ｎ

ｉ＝１
｛ｓｉ［（ｍｉ＋ｎｉ）－（^ｍｉ＋^ｎｉ）－ｋｉ ｓｉ）］

　＋（^ｍｉ－ｍｉ）ｓｉ ＋（^ｎｉ－ｎｉ）ｓｉ｝

＝－∑
ｎ

ｉ＝１
ｋｉ ｓｉ

２＜０，

根据引理２，从而ｌｉｍ
ｔ→!

ｓｉ（ｔ）＝０ｅｉ（ｔ）→０

５　数值仿真及两种方法的比较
　　不妨将分数阶 ＶｉｃｔｏｒＣａｒｍｅｎ混沌系统设计为主系
统，系统描述如下．

Ｄｑｔｘ１＝－ｘ１－αｘ２ｘ３
Ｄｑｔｘ２＝－ｘ２＋ｃｘ３－βｘ１ｘ３
Ｄｑｔｘ３＝－ｂｘ１－ｃｘ２＋ｘ３＋γｘ１ｘ

{
２

当α＝５０，β＝２０，γ＝４１，ｃ＝５，ｂ＝９，ｑ＝０８９３时出现
吸引子，设计从系统为如下系统：

Ｄｑｔｙ１＝－ｙ１－αｙ２ｙ３＋Δｆ１（ｙ，ｔ）＋ｄ１（ｔ）＋ｕ１
Ｄｑｔｙ２＝－ｙ２＋ｃｙ３－βｙ１ｙ３＋Δｆ２（ｙ，ｔ）＋ｄ２（ｔ）＋ｕ２
Ｄｑｔｙ３＝－ｂｙ１－ｃｙ２＋ｙ３＋γｙ１ｙ２＋Δｆ３（ｙ，ｔ）＋ｄ３（ｔ）＋ｕ

{
３

定义ｅｉ（ｔ）＝ｙｉ（ｔ）－ｘｉ（ｔ），ｉ＝１，２，３，得到误差系统
如下：

Ｄｑｔｅ１＝－ｅ１－αｙ２ｙ３＋αｘ２ｘ３＋Δｆ１（ｙ，ｔ）＋ｄ１（ｔ）＋ｕ１（ｔ）

Ｄｑｔｅ２＝－ｅ２＋ｃｅ３－βｙ１ｙ３＋βｘ１ｘ３＋Δｆ２（ｙ，ｔ）＋ｄ２（ｔ）
　　　＋ｕ２（ｔ）

Ｄｑｔｅ３＝－ｂｅ１－ｃｅ２＋ｅ３＋γｙ１ｙ２－γｘ１ｘ２＋Δｆ３（ｙ，ｔ）
　　　＋ｄ３（ｔ）＋ｕ３（ｔ













）

定理１中 设计滑模函数 ｓｉ（ｔ）＝ｅｉ（ｔ）＋λｉＤ
－ｑ
ｔ

ｅｉ（ｔ），选择不确定项和外扰为 ｆｉ（ｙ，ｔ）＋ｄｉ（ｔ）＝
０１ｙ３ｃｏｓ（ｔ）＋０１ｓｉｎｔ，设计控制器 ｕｉ（ｔ）＝－λｉｅｉ－（ａｉ１
ｅ１＋ａｉ２ｅ２＋ａｉ３ｅ３）＋ｆｉ（ｘ，ｔ）－ｆｉ（ｙ，ｔ）－（^ｍｉ＋ｎ^ｉ）ｓｇｎ（ｓｉ）
－ｋｉ ｓｉｓｇｎ（ｓｉ），ｉ＝１，２，３，其中系统参数λ１＝１５，λ２＝
１５，λ３＝２，^ｍｉ（０）＝０２，^ｎｉ（０）＝０５，ｋｉ＝１５定理２
中设计滑模函数 ｓｉ（ｔ）＝ｅｉ（ｔ）＋λｉＤ

－ｑ
ｔ ｅｉ（ｔ）

α

ｓｇｎ（ｅｉ（ｔ）），选取不确定项和有界外扰为 ｆｉ（ｙ，ｔ）＋
ｄｉ（ｔ）＝０１ｙ３ｃｏｓ（ｔ）＋０１ｓｉｎｔ，设计控制器 ｕｉ（ｔ）＝－λｉ
ｅｉ（ｔ）

αｓｇｎ（ｅｉ（ｔ））－（ａｉ１ｅ１＋ａｉ２ｅ２＋ａｉ３ｅ３）＋ｆｉ（ｘ，ｔ）－ｆｉ
（ｙ，ｔ）－（^ｍｉ＋^ｎｉ）ｓｇｎ（ｓｉ）－ｋｉ ｓｉｓｇｎ（ｓｉ），ｉ＝１，２，３，λ１
＝２５，λ２＝２，λ３＝３，^ｍｉ（０）＝０５，^ｎｉ（０）＝０２，ｋｉ＝２
定理１，２中的系统误差如图（１）、图（２），图中可以看
出系统误差初始时刻相差较大，随时间的推移变化，逐

步趋于一致并向原点靠拢．定理１采用了分数阶滑模
面，定理２采用了分数阶终端滑模面，由于终端滑模面
相对定理１中的滑模面鲁棒性能更好，定理１中的滑模
面相对粗略，因而同步时间上定理２较定理１所用时间
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更短，在更短时间内取得有限时间滑模同步，且能够估

计出同步时间，因而控制效果强于定理１，这两种滑模
方法的优点在于均不需要满足太多的假设条件，且所

得结果可以很容易平推到整数阶混沌系统．

６　结论
　　研究一类分数阶多混沌系统的自适应滑模同步与
自适应终端滑模同步，分别构造了分数阶滑模面和非

奇异终端滑模面，获得分数阶多混沌系统的主从系统

取得滑模同步的两个充分性条件，用 ＭＡＴＬＡＢ仿真验
证了所得结论．
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